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Abstrak

Metode inferensi Bayesian dengan algoritma VEM merupakan prosedur yang efisien untuk
estimasi marginal dari model probabilistik dengan variabel laten atau data yang tidak lengkap.
Algoritma VEM membangun dan mengoptimalkan batas bawah pada marginal menggunakan
kalkulus variasional. Selanjutnya, distribusi campuran hingga didefinisikan sebagai model
eksponensial konjugasi yang digunakan untuk menganalisis data kelangsungan hidup.
Simulasi diperluas ke model eksponensial konjugasi yang ditawarkan berdasarkan
pengukuran BIC dan AIC yang baik untuk mendapatkan model
terbaik dari data kelangsungan hidup.

Kata Kunci: Inferensi Bayesian, Algoritma Variational EM, Data Survival.
Abstract

The Bayesian inference method with the VEM algorithm is an efficient procedure for marginal
estimation of a probabilistic model with latent variables or incomplete data. The VEM algorithm
builds and optimizes the lower bound on marginal using variational calculus. Furthermore, the
distribution of finite mixes is defined as a conjugate-exponential model used to analyze survival
data. Simulations are extended to the conjugate-exponential model offered based on good BIC
and AIC measurements to get the best model from survival data.

Keywords : Bayesian Inference, Algoritma Variational EM, Data Survival.

PENDAHULUAN

Masalah pemodelan statistik sering melibatkan sejumlah besar variabel acak dan
sering kali lebih mudah untuk mengekspresikan hubungan independensi bersyarat antara
variabel secara grafis. Model grafis seperti itu adalah alat intuitif untuk memvisualisasikan
dependensi antar variabel. Selain itu, dengan mengeksploitasi hubungan independensi
bersyarat, diberikan alternatif dengan prosedur efisien dalam mengkondisikan dan
memarginalkan variabel dalam model yang diberikan (Pearl, 1988; Lauritzen dan
Spiegelhalter, 1988; Heckerman , 1996; Cowell et al., 1999). Banyak model statistik standar,
terutama model Bayesian dengan prior hierarki, dapat diekspresikan secara alami
menggunakan model grafis probabilistik. Representasi ini dapat membantu mengembangkan
kedua metode pengambilan sampel (mis. Sampel Gibbs) dan metode inferensi yang tepat
(mis. Algoritma junction-tree) untuk model-model ini. Masalah penting dan sulit dalam inferensi
Bayesian adalah menghitung fungsi likelihood marginal dari model. fungsi likelihood marginal
merupakan kuantitas penting karena memungkinkan untuk memilih antara beberapa struktur
model. Merupakan jumlah yang sulit untuk dihitung karena melibatkan pengintegrasian atas
semua parameter dan variabel laten, yang biasanya merupakan integral yang berdimensi
tinggi dan rumit sehingga perkiraan sederhana akan gagal dalam penyelesaian untuk
memperoleh solusi.

Dalam makalah ini dijelaskan penggunaan metode variasional untuk mengestimasi
fungsi likelihood marginal dan distribusi posterior model kompleks. Metode variasi, algoritma
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variasional ekspektasi-maksimisasi (VEM) untuk mengatasi kelemahan algoritma EM. Pada
dasarnya algoritma variasional ekspektasi-maksimisasi (VEM) merupakan metode yang
diusulkan untuk melonggarkan persyaratan dari algoritma EM sehingga tidak membatasi
aplikasi potensial dari suatu model tertentu. Dengan kata lain bahwa algoritma VEM digunakan
untuk kasus dimana algoritma EM tidak dapat digunakan. Selain itu, algoritma VEM juga efektif
diterapkan pada kasus data lengkap maupun data yang hilang atau observasi yang tidak
lengkap. Dalam subbab berikutnya kami meninjau pendekatan Bayesian untuk struktur model
pembelajaran. Pada bagian 2 kita beralih ke menggambarkan metode variasional yang
diterapkan pada pembelajaran Bayesian, menurunkan algoritma Bayesian EM variasional dan
membandingkannya dengan algoritma EM untuk estimasi maksimum posteriori (MAP). Pada
bagian 3, kami fokus pada model dalam keluarga konjugat-eksponensial dan langkah-langkah
memperoleh hasil dasar. Bagian 4, menerapkan model konjugat-eksponensial dalam masalah
khusus mempelajari struktur independensi bersyarat dari grafik langsung model dengan
variabel laten. Kami membandingkan metode variasional dengan BIC dan AIC. Kemudian
dilanjutkan dengan diskusi area untuk pekerjaan di masa depan di area umum struktur model
pembelajaran. Bagian terakhir memberikan suatu kesimpulan atau menyimpulkan dengan
dengan singkat hasil pembahasan yang diperoleh dalam penelitian, bagian 5.

METODE PENELITIAN
Model Konjugasi-Eksponensial

Mempertimbangkan kelas tertentu dari model grafis dengan variabel laten, yang kami
sebut model konjugat-eksponensial. Kami secara eksplisit menerapkan metode variasional
untuk keluarga parametrik ini, menghasilkan generalisasi EM. Model konjugasi-eksponensial
memenuhi dua kondisi:
Kondisi (1). Likelihood data lengkap adalah dari keluarga eksponensial:
p(v,x10) = f(x,y)g(0) exp{ep(6)Tu(x, y)}, dimana ¢(6) adalah vektor parameter alami, dan u
dan f dan g adalah fungsi yang mendefinisikan keluarga eksponensial.

Kondisi (2). Parameter prior adalah konjugat dengan likelihood data lengkap:
p(81n,v) = h(n,v)g(8)" exp{¢p(8)Tv}, dimana n dan v adalah hyperparameter.
Teorema: (Model Konjugat-Eksponensial). Diberikan set data l.i.d y=y1,y2, ...,yn, jika model
memenuhi kondisi (1) dan kondisi (2) maka pada setiap iterasi algoritma VEM dan maksimum.
F(qx(x)q9(6), ¥):
a. q¢(8) adalah konjugat dengan parameter 7 =n +n, v =v + Y- u(y;) :
q9(0) = h(7,7)g(0)" exp{¢(6)" v} (7)
dimana u(y;) = E4_(u(x;,y;)), dengan E, untuk menutasikan ekspektasi variasional

posterior atas variable laten (s) untuk setiap i data.
b. g (x) = [Iiz1 qx,(x;) dengan:

Qx, (%) = p(x;|yi, @) « f(xi, yi) exp{dpTulx;, y,)} )
dimana ¢” = Eq,(¢(0)) ekspektasi dari parameter alami.

Bukti. Dengan Mengganti bentuk parametrik dari definisi keluarga konjugat-eksponensial ke
dalam variasional ekstrim yang diberikan dalam (4) dan (5), mengungkapkan bentuk
q(B) dan gxx untuk masing-masing sesuai dengan (6) dan (7). Untuk model konjugat-
eksponensial bentuk-bentuk ini kemudian ditutup di bawah iterasi variasional Bayesian
EM, memastikan Teorema terus bertahan hingga konvergensi ke maksimum lokal dari
batas bawah pada kemungkinan marjinal.

Perbandingan Algoritma VEM dan EM untuk Estimasi MAP
Instruktif untuk membandingkan (4) dan (5) dengan algoritma EM untuk estimasi MAP.
Kami menggunakan derivasi alternatif EM karena Neal dan Hinton (1998):
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EM untuk estimasi MAP EM Bayesian Variacional
Tujuan: batas bawah p(y|m)
VE-Step: hitung gx(t+1)x=px]y,(t)
VM-Step:

q(t+1)exp gx(t+1)xIn px,y,0dx

Tujuan: maksimum p(ly,m) w.r.t.
E-Step: hitung gx(t+1)x=px|y,(t)
M-Step: (t+1)=arg gx(t+1)xIn px,y,0dx

HASIL DAN PEMBAHASAN
Model Bayesian Inference

Mendefinisikan model campuran dari fungsi distribusi yang diestimasi menggunakan
algoritma VEM. Model yang digunakan adalah model campuran generalized Gamma (GG)

dinyatakan dengan:
M

p(x|l'l, V, K, 71) = Z T[iGG(xlvir Ki, 771) (9)
i=1
Masing-masing parameter adalah sebagai berikut I = {ny, 7y, ..., Ty },7; =0, dan
M m=1. Kemudian untuk vector parameter adalah v = {vy,v,,..,vylk =
{K1, K2, .., k1 1M = {01, M2, ..., m ). Fungsi distribusi generalized Gamma (GG) adalah sebagai
berikut:
vil

(k;m;)CixViki—1 exp[—x;n;xVi]
F( 1) 1771 p lnl

Lebih lengkap dilihat dalam Liu, et.al., (2018). Algoritma VEM mempu memperoleh solusi
estimasi untuk parameter model campuran generalized Gamma (GG), dengan langkah
langkah yang diuraikan lengkap dalam jurnal rujukan. Diperoleh estimasi untuk model dengan
Bayesian variasional EM. Mengingat data lengkap yang digunaan maka fungsi likelihood
marginal dinyatakan dengan:

N M
L(x|0) = Z Z zni[ln m; + ki Ink; — InT () + i Inm; — kgmix,t + Inlyg
n=1 i=1

+ (vik; — 1) Inx,| (10)
Diperhatikan bahwa dalam penerapan algoritma VEM untuk mengestimasi parameter
model, maka setiap komponen parameter diperlakukan sebagaimana variable acak.
Karenanya secara inferensi ditetapkan distrbusi prior untuk setiap parameter dalam model.
Distribusi prior ditetapkan secara objektif oleh peneliti diantaranya:

GG(x|vy, K1) =

Ki~Gamma(rci;a,ci,/}Ki)_F( ) :lxl =1, B, (11a)
Kl

ni~Gamma(n;; oy, By,) =m o iy O~ 1 g Pni¥ (11b)
Y ni

Zn~Mult ((xidys () = ﬂaz‘i (116)
] r(CM, a;

wi~Dir({x}y; {aidm) = ( ll..l( %1_[ c (11d)
l

Langkah-VE dimaksudkan untuk memperbarui distribusi posterior. Mengikuti bentuk
umum dari distribusi posterior, pembaruan distribusi posterior diperoleh:

Ing*(I) = Zﬂi (uio + ZN 1E zm-]) Inm; + const (12a)
In q (77) Zl_ {(afho — K; Zn 1 [Zm]> In n— (ﬁmo + K; Z:zlE[Zni] x:’l/i) ni}
+ const (12b)
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Ing* (k) = Zil {(a’cio - K; Z:ZlE[zni]> Inx;

R B SR CORSERTE ) Yo

2

N N
—v; z Elzy]Inx, +7; Z Elz,;] xx"}} + const (12¢)

n=1 n=1
N M

N M
Ing*(z) = Z Z Zpi In pp; + const = rini (12d)
n=1 i=1

n=1 i=1

Dalam metode yang diusulkan, pembaruan satu langkah dari metode Newton yang umum
digunakan termasuk dalam langkah-VM untuk mencapai solusi yang dapat ditelusuri dan untuk
mengurangi kompleksitas komputasi sebanyak mungkin. Kasus yang berbeda untuk variabel
i. Distribusi prior yang tepat untuk parameter i tidak dapat langsung ditemukan dalam keluarga
eksponensial karena istilah atau bentuk nonlinear. Oleh karena itu dipertimbangkan kelayakan
pendekatan Taylor yang biasa digunakan untuk menemukan perkiraan batas bawah dari
fungsi log-likelihood data lengkap, dan kemudian menentukan apakah ada distribusi prior yang
sesuai dalam keluarga eksponensial (Liu, et.al., 2019). Fungsi non linier dari variable; adalah

f(v) = Inlv; | — rymx™t (13)
Secara khusus, derivatif pertama dan kedua masing-masing diwakili oleh:
f'vy) = RIS :l —Kk;nix¥ilnx (14a)

L dvl _Vl lnl
o df'ed 1 _
o0 = i kimixViln? x < 0 (14a)
L

Dengan demikiiam, kami memiliki solusi estimasi berikut untuk bentuk elemen v;
dalam bentuk,
JF = n=1 B[z, J{(1 + s)v; + Fy(v;, 5)}
' n=1Elzn]{1 + Fo(vi)}
masing-masing dijelaskan oleh:
Fr(vi,s) = vi Rilnxy[s + oy’ — sy
Fo(vi) = v Kiffix,' (Inxp,)?
dengan mengikuti aloritma iterative EM, maka dapat digunakan

N 1 — _ mif(xyil6o) 11—
Zn:lE[Zm] = Zﬁlﬂjf(xirYiWi) atau  E[zy;] =y

s merupakan numerik yang dideterminasi oleh backtracking line search.

(14)

Karena konjugasi berlaku, pada langkah VE, memperbarui distribusi posterior sama
dengan memperbarui hyperparameter yang sesuai dengan menyesuaikan bentuk-bentuk
fungsional. Pada langkah VM berikutnya, parameter dapat diperbarui berdasarkan perolehan
fungsi kerugian estimasi Bayes. Karena distribusi posterior adalah distribusi Dirichlet,
persamaan pembaruan u dalam bentuk elemen-wise diberikan oleh:

u; = U + Z:=1E[Zni] (15a)
pembaruan untuk hyperparameter mereka ditetapkan sebagai,

Ay, = Ay, TK; ZLE [Zni] (15b)
Py = By + K ijlE[Zni] X! (15¢)
U, =y, + Z:ﬂE[zm-] (15d)
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N

N
ﬁ;ci = ﬁkio —-P-v Z 1E[Zni] Inx, +1; Z E[zy] x;il (15e)
n=

n=1

masing-masing dijelaskan dengan:
1 - N

P = [lnfl—f—lp(ﬁl)+1+lnnl]z E[Zni]
K; n=1

i L T ol —
= B, N = B, Inn, = Y(ay,) —In By, Elzy] = 1.
Berdasarkan persamaan (15a), (15b), (15c), (15d), dan (15€), semua distribusi dan
parameter posterior diperbarui secara iteratif hingga kriteria berhenti tercapai. Dalam setiap
iterasi, nilai-nilai baru parameter dan parameter dievaluasi berturut-turut hingga mencapai
konvergensi dengan kuantitas:
Z{-\': E[zni] %+E,- In xn—EiﬁixZi Inx,
=3, - { - } (16)
P E[Zni]{—vi_z—fiﬁixzi In? xn}
Metode Newton yang dimasukkan ke dalam algoritma VEM yang digunakan untuk
mengestimasi parameter model, kuantitas 2 yang terkait dengan pengurangan Newton dan
kuantitas ini berguna sebagai kriteria berhenti (Liu, et.al., 2018).

Hasil Simulasi Data
Sebagai contoh penerapan model konjugat-eksponensial digunakan data survival:
berupa angka ketahanan hidup suatu kasus penelitian pasien penderita Karsinoma
Nasofarings (KNF) selama tiga tahun. Untuk menganalisis data tersebut akan digunakan uji
asumsi terhadap data menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov dengan bantuan software
R.3.6.1. Hasil uji asumsi Kolmogorov-Smirnov untuk data sebagai berikut:
Tabel 1. One-Sample Kolmogorov-Smirnov
Model Distribusi Statistik Uji (D) p-value

Generalized Gamma 0.1194 0.2498
Gamma 0.13413 0.09734
Weibull 0.1062 0.2997
Eksponensial 0.16706 0.0184
Analisis output untuk uji kolmogorov-smirnov pada tabel 1. Adalah sebagai berikut:

Hipotesis:

HO : Data sampel berasal dari distribusi yang diasumsikan

H1 : Data sampel tidak berasal dari distribusi yang diasumsikan
Statistik Uiji:

D=maks|Fx-FO(x)|

Tolak HO jika D=D*(a), dimanaD*(&) merupakan nilai kritis yang diperoleh dari table
kolmogorov-smirnov atau menggunakan tolak HO jika p-value <a=5%.

Berdasarkan nilai yang didapat, data sampel yang digunakan berdistribusi generalized
Gamma, Gamma, dan Weibull dilihat dari p-value <a=5%. Selanjutnya dengan model
campuran generalized Gamma dan beberapa model distribusi campuran dari kasus khusus
generalized Gamma. Hasil estimasi diberikan sebagai berikut:

Tabel 2. Hasil Estimasi Hyperparameter Model Campuran generalized Gamma
Initial value Hyperparameter Estimasi Hyperparameter

i=0.359;0.298;0.343 i*=1.319;1.418;1.263
ni=1.253;0.973;2.181 ni*=3.192;5.317;1.435
ni=0.731;3.032;2.901 ni*=37.161;9.348;11.367
Ki=2.142;1.473;1.761 Ki*=3.637;3.34;4.873
Ki=1.121;3.002;2.501 Ki*=29.255,7.864,8.489
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Table 2 menjelaskan bahwa dalam memberikan nilai peperkiraan terhadap parameter
model diperlukan initial value yang digunakan untuk mengestimasi hyperparameter. Kemudian
langkah selanjutnya dengan menentukan initial value untuk mengestimasi parameter posterior
sehingga diperoleh nilai estimasi dari masing-masing komponen parameter yang kemudian
digunakan untuk mengestimasi parameter model generalized Gamma, sebagai berikut:

Tabel 3. Hasil Estimasi Parameter Model Campuran generalized Gamma
Initial value Parameter Posterior Estimasi Parameter model

i=0.319;0.418;0.263 i*=0.359;0.298;0.343
i=3.129;2.278;0.676 i*=0.66135;0.65515,0.51507
ni0=1.281;4.287;0.731 i*={0.08589;0.56883;0.12626}
ni0={2.537;1.617;3.981}

Ki0=2.637;2.534;3.873 i*={0.12432,0.44942;0.57406}

Ki0=13.567;6.125;4.137

Table 3 adalah hasil estimasi untuk parameter model generalized Gamma, sehingga
bentuk model konjugat-eksponensial campuran distribusi generalized Gamma 3 komponen
dituliskan:

| Yete (xln' V, K, 71)

|VI| * * % *
=i {———= (kiny)rxV1*17 1 exp|—xinix1
1{1“(}{{)( 1) p[ 1M ]

* |V§| * kK A VoK —1 *o ok VS
+ 13 == (k3m3)"2x eXP[—Kznzx ]
I'(x3)

v* * * % x
w23 (L 293551 explsms] as)
I'(x3)

Diperhatikan untuk estimasi dari model yang merupakan kasus khusus dari distribusi
generalized Gamma, disajikan dalam tabel berikut:

Tabel 4. Hasil Estimasi Parameter Model Campuran Gamma dan Weibull
Model Campuran Gamma
Initial value Estimasi
i=0.359;0.298;0.343 i*=0.5859548;0.0059588;0.4080864
ni=1.570;2.768;2.792  i*=2.59044;5.24473;0.843146
ni=6.715;3.271;6.169  i*=286.987,5.558149;273.4158
Model Campuran Weibull
Initial value Estimasi
i=0.319;0.418;0.263 i*=0.37331; 0.09188; 0.53481
i=0.870; 0.322; 1.873  i*=1.310352; 3.999792; 3.014429
i=03.561; 5.762; 1.915 i*=567.3449;925.00236;25

Berdasarkan Table 4, dapat dibentuk model konjugat-eksponensial campuran distribusi
dari kasus khusus generalized Gamma 3 komponen. Sebagai berikut:
Model campuran distribusi Gamma:
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. 1
Pcamma (xloc =kK;,B= K*_n:>

{F( P (kini)Fix

+ {1‘( ) (1213 )"2x"2'1eXp[—K§n§x]}

k-1

exp[—KinIX]}

+ 13 {F( )(K n3)axKa1 exp[—x§n§x]} ;=123 (16)
K3
Model campuran distribusi Weibull :
. 1
Pweibuil <x|oc =v;,B= —*>
n;

= m;{vinix exp[—rﬁx";]} + n}{vﬁnﬁxvz_l exp[—n;xvé]}
+ m3{vinixvaLexp[—n3xv3]}h i = 1,2,3 17)

vi—-1

Kemudian subtitusikan hasil estimasi yang diperoleh pada masing-masing persamaan
model (15),(16), dan (17) untuk memperoleh fungsi likelihood marginal. Fungsi likelihood
marginal yang diperoleh digunakan untuk mengetahui model terbaik yang dalam menganalisis
data, didasarkan pada dua ukuran kebaikan model diantaranya BIC dan AIC. Diperoleh
sebagai berikut:

Tabel 5. Perbandingan Model Campuran dalam Menganalisis Data
Menggunakan Ukuran Kebaikan BIC dan AIC

Model Campuran BIC AlIC
Generalized Gamma 1282.817 152.5636
Gamma 2614.904 1975.904
Weibull 1613.497 974.4972

Berdasarkan table 5, hasil nilai BIC dan AIC yang merupakan ukuran kebaikan dalam
menentukan model terbaik untuk diterapkan dalam data diperoleh bahwa model campuran
distribusi generalized Gamma merupakan model terbaik. Disesuaikan dan ditinjau dari nilai
BIC=1282.817 dan nilai AIC=152.5636 adalah nilai yang paling kecil dibandingkan dua model
distribusi campuran lainnya.

Diskusi Penelitian Lanjutan

Dalam penelitian ini, peneliti fokus pada penerapan algoritma VEM dalam mengestimasi
parameter model generalized Gamma pada kasus incomplete data survival. Sebagaimana
keberlangsungan penelitian ini, segala hal yang tercantum adalah mendukung arah penelitian
sedemikian rupa hasil yang diperoleh sesuai harapan. Penelitian sebelumnya terkait algoritma
VEM dan inferensi Bayesian tidak sepopuler algoritma EM standar. Karenanya untuk
penelitian lebih lanjut terkait pengembangan algoritma VEM dalam kasus data yang lebih
kompleks dapat dilakukan sehingga banyak kasus nyata yang dapat diselesaikan dengan
algoritma VEM serta mempelajari lebih lanjut kriteria dari algoritma VEM lebih rinci.

SIMPULAN

Dalam kasus kasus algoritma VEM merupakan metode yang tepat digunakan untuk
mengestimasi model yang kompleks. Model campuran distribusi generalized Gamma
merupakan salah satu model kompleks karena mengandung fungsi nonlinear didalamnya.
Estimasi parameter model campuran distribusi generalized Gamma membentuk fungsi
densitas dengan nilai BIC dan AIC yang paling kecil dibandingkan dengan model lainnya.
Karenanya untuk kasus data survival yang merupakan kasus data tidak lengkap, model
campuran distribusi generalized Gamma merupakan metode yang tepat digunakan.
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