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Abstrak

Struktur aljabar dengan satu himpunan objek dan dua operasi yang memenuhi aksioma-
aksioma tertentu disebut Ring Dalam struktur aljabar, terdapat sebuah operasi yang disebut
jumlahan langsung. Jumlahan langsung dengan jumlahan biasa tidak sama. Pada
penjumlahan biasa tidak memperhatikan urutan komponennya, tetapi pada penjumlahan
langsung memperhatikan urutan komponennya. Artikel ini akan mengkaji tentang jumlahan
langsung eksternal dan jumlahan langsung internal pada struktur aljabar ring besertasifat-
sifatnya Metode pengumpulan informasi yang digunakan adalah studi literatur. Dengan
adanya artikel ini, peserta didik bisa mengetahui jenis-jenis jumlahan langsung dan sifat-sifat
jumlahan langsung pada ring (struktur aljabar)

Kata kunci: Struktur Aljabar, Ring, Jumlahan Langsung
Abstract

The algebraic structure with one set of objects and two operations that satisfy certain axioms
is called a ring. In algebraic structures, there is an operation called direct sum. Direct sums
and ordinary sums are not the same. In ordinary addition, it does not pay attention to the order
of its components, but in direct summation, it pays attention to the order of its components.
This article will examine the external direct sum and internal direct sum in ring algebraic
structures and their properties. The information collection method used is a literature study.
With this article, students can find out the types of direct sums and the properties of sums
directly on the ring (algebraic structure).

Keywords : The Algebraic Structure, Ring,Direct Sum

PENDAHULUAN

Strukur aljabar yang terdiri dari himpunan tak kosong R dengan satu operasi biner
yang memenuhi beberapa aksioma, diantaranya asosiatif, memiliki elemen identitas, memiliki
elemen invers dan komutatif dinamakan grup abelian. Sedangkan suatu himpunan tak
kosong R dengan dua operasi biner yaitu operasi penjumlahan (+) dan perkalian (x) yang
memenuhi tiga aksioma diantara yaitu (R,+) berupa grup abelian, operasi kedua (x) bersifat
asosiatif dan operasi kedua (x) bersifat distributif terhadap operasi pertama (+) disebut ring.
Dalam struktur aljabar, terdapat sebuah operasi yang disebut “jumlahan langsung”. Jumlahan
langsung dengan jumlahan biasa tidak sama. Pada penjumlahan biasa tidak memperhatikan
urutan komponennya, tetapi pada penjumlahan langsung memperhatikan urutan
komponennya. Jumlahan langsung terdiri dari jumlahan langsung eksternal dan jumlahan
langsung internal.

METODE

Secara umum tulisan ini memuat latar belakang penulisan. Terdapat gambaran umum
dari latar belakang tentang permasalahan yang dibahas. Kemudian disajikan teori-teori yang
membantu penulisan dalam menyelesaikan masalah yang dipaparkan sebelumnya, sehingga
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pada pembahasan selanjutnya merupakan pembahasan keseluruhan tulisan ini yang
memberikan penjelasan tentang konsep-konsep dasar dan teorema tentang integral dan
lingkaran. Semua penulisan sudah didasari pada artikel maupun jurnal yang berkaitan dengan
materi penulisan

HASIL DAN PEMBAHASAN
Jumlahan Langsung Pada Ring
Jumlahan langsung pada ring terdiri dari jumlahan langsung eksternal dan jumlahan
langsung internal. Berikut diuraikan definisi dari keduanya.
1. Jumlahan Langsung Eksternal
Definisi 3.1(hartley dan hawkes, 1970:33)
Misalkan R1,R2,...,Rn adalah kumpulan ring dan R adalah Hasil kali kartesian pada
himpunan Ri, dan didefinisikan operasi pada R “secara komponen”, yaitu:
a. (rura,...,rn)+(s1,82,...,sn)=(r1+s1,r2+5s2,...,rn+sn)
b. = (rira,...,rn) = (-r1,-r2...,-TN)
c. (rira,...,rn)(s1,S2,...,sn) = ( r181,1282,...,rnsn)
Dengan (0,0,...,0) sebagai elemen nol/identitas. R disebut jumlahan langsung
eksternal dari R1,R>,...,Rn dan dinotasikan sebagai
Ri® R PD...D Rn.
Definisi di atas menunjukkan bahwa jumlahan langsung external dari ring R,...,Rn
adalah
R = Rl@ Rz@...@ Rn
dengan operasi penambahan dan perkalian bersifat komponen.
Contoh 3.1
Diketahui Z> = {0,1} dan Z4 = {0,1,2,3} merupakan ring.
Jumlahan langsung eksternal dari Z, dan Z4 adalah
Z, ® 7.={0,1} & {0,1,2,3} = { (0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,2), (1,2), (1,3)}
2. Jumlahan Langsung Internal
Definisi 3.2 (hartley dan hawkes, 1970:34)
Misal R adalah ring, dan Ji,...,/n adalah ideal-ideal dari R, sedemikian sehingga
a. R=)",]Ji,dan
b. JiN Y] +#iJ;j={0}, JZiuntuki=1,...,n.
Maka R disebut sebagai jumlahan langsung internal dari ideal-ideal J; yang
dinotasikan sebagai R = @ Ji.
Definisi di atas menunjukkan bahwa suatu ring R disebut jumlahan langsung
internal dari ideal-ideal /1,...,/n jika berlaku:
R= J1t[o+--4]n
dan
Ji N (Jat]ote+]i=1+]is+-+/n ) = {O},untuk i = 1,...,n.
Contoh 3.2
Misal Zs adalah ring dan Pi, P»,Ps adalah ideal-ideal dari Zs, dimana P1= {0}, P> =
{0,3}, P; ={0,2,4}, Zs merupakan jumlahan langsung internal dari P1, P»,P3, karena:
a. Pi+P>+ P3 = {0} + {0,3} + {0,2,4}
={0,1,2,3,4,5}
b. P1N (Px+ P3)={0}N{0,2,4,3,51}
={0}
c. PN (P1+ P3) = {0,3}0{0,2,4}
={0}
d. PsN(P1+ P2)={0,2,4} N {0,3}
={0}
Apabila di ambil Pz = {2,4} maka Zs bukan jumlahan langsung internal dari P1, P2,Ps3,
karena P; bukan ideal di Zs (karena apabila diambil O € Zgs, dan 2eP3; maka 0x2 =0 & P3)
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Sifat — Sifat Jumlahan Langsung Pada Ring

Pada bagian ini akan diuraikan sifat-sifat jumlahan langsung pada ring beserta

pembuktiannya.

Teorema 3.1

Jumlahan langsung eksternal dari ring adalah ring.
Bukti

Diketahui R = R1 @ R> @ ... ® Rn merupakan jumlahan langsung eksternal dari ring Ri,

dengan i=1,2,...,n.

Ambil sebarang a,b,c € R, tulis a = (a1,az,...,an), b = (b1,b2,...,bs), ¢ = (c1,C2,...,cn), UNtuk

suatu ai,b1,c1 € R, az,b2,c2 € Ra, an,by,cn € Ry, akan ditunjukkan (R,+,") merupakan ring.

1.

Tertutup
Untuk setiap a,b € R berlaku a+b € R.
a+b =(ai,az,...,a,)*+(b1,b2,...,by)
= (a1+b1,a2+b2, .. .,an+bn)
dengan (aitbi) € Ry, (azt+b2) € Rz ..., (axtby) € Ry
jadi (a+b) € R
Asosiatif
Untuk setiap a,b,c € R berlaku (a+b)+c = a+(b+c).
(atb)+c = ((a1,az,...,an)*+(b1,b2,...,bn)) + (c1,C2,...,Cn)
= (a1tb1,a2+by,...,antby)+(c1,C2,...,Cn)
= ((ar+b1)+ci,(aztb2)+cy,. .. ,(Antby)+Cn)
= (a1t(brtci),azt(botc2),. .., ant(bntcy))
= (a1,az,...,an)+((b1,b2,...,bn)+(c1,c2,...,Cn))
= a+(b+c)
Terdapat unsur identitas
Untuk setiap a€R, terdapat e€R, sehingga a+e = e+a = a.
Ambil sebarang a€R, akan ditunjukkan terdapat e€R tulis e=(el,e2,...,en), dengan
e1€R1,e2€R;,...,enER, sehingga berlaku
ate =eta=a
Pilih 0zeR, tulis Og = (Or1,0r2,...,0rn), dengan Og;Ex;,0r; adalah unsur identitas di Ri.
Perhatikan bahwa:
a+0gr = (al,az,...,an)+(0R1,OR2,...,ORn)
= (a1+0R1,a2+0R2,...,an+0Rn)
= (a1,az,...,a)
Or+a= (ORl,ORg,...,ORn)+(a1,a2,...,an)
= (OR1+a1,0Rz+a2,...,ORn+an)
= (al,az,...,an)
Jadi 0z € R adalah unsur identitas di R.
Untuk setiap unsur memiliki invers
Untuk setiap a€R, terdapat a™€R sehingga a+a™*=a '+a = Ox.
Ambil aeR sebarang, akan ditunjukkan terdapat a*€R sehingga berlaku
atat=al+ a=0g
Diketahui Oz = (Og1,0r2,-..,0rx)
a+a*=0R
(al,az,...,an) +atl= (ORl,ORz,...,ORn)
atl= (0R1,0R2,...,ORn)-(al,az,...,an)

= (ORl,ORz,...,ORn)+(—a1,—az,...,—an)

= (Or1*(—a1),0r2*(—az),...,.0rn+(—an))

= (~a1,—az,...,—an) ER
Sehingga a = (-a1,~az,...,~a,) adalah unsur invers untuk setiap a€R.
Untuk setiap a,b € R berlaku a+b = b+a
(a+b) = (a1,az,...,an) + (b1,b2,...,by)

= (a1+b1,a2+b2, . ,an+bn)
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= (bitas,botay,...,batay) [karena a;,b; € R;, i=1,2,...,n]
=b+a
(R,") semigrup
1. Tertutup
Untuk setiap a,b € R berlaku a'b € R.
a-b=(ay,a,...,a,) " (b1,b2,...,bn)
= (albl,azbz,. ..,anbn)
dengan (albl) €ERy, (azbz) € Rz,...,(anbn) € R,
jadi (a-b) ER
2. Asosiatif
Untuk setiap a,b,c € R berlaku (a - b)-c=a - (b - ¢)
(a-b)-c=((a,az,-...,an)(b1,b2,...,bn))(c1,c2,...,cN)
= (a1-b1,az2'by,...,an"by) (c1,c2,...,Cn)
= ((a1*b1)-c1,(az'b2) cz,...,(An bn) Cn)
= (a1 (b1 c1),az (b2 c2),...,an (bn Cn))
= (al,az,...,an)'((bl,bz,...,bn)'(Cl,Cz,...,Cn))
=a-(b-c)
3. (R,*,’) distributif kanan dan Kiri
Untuk setiap a,b,ceR, berlaku:
a. (ath).c=a-c+b-c
b. a-(btc)=a-b+a-c
1) Distributif kanan
(atb) . c = ((ai,az,...,a)t(b1,b2,...,by)) - (c1,¢2,...,Cn)
= (a1tb1,a2+by,...,antby) (C1,C2,...,Cn)
= ((a1+b1) - c1,(aztbz2)ca,...,(antby) cy)
= ((ar-c1) + (br-cr), (a2c2) + (b2 c2),..., (Ancn) + (bnCn)
= (a1'c1,a2°C2,...,an"Cntb1-c1,b2°Ca,...,by" C2)
= (a1,az,...,a) - (c1,¢2,...,cn) + (b1,b2,...,bs) - (c1,C2,...,Cn)
=a-ctb-c
2) Distributif Kiri
a - (b+c) = (a1,az,...,an) - ((b1,b2,...,bn) + (c1,c2,...,Cn))
= (a1,az,...,an) (b1tca,batco,...,bptcy)
= (a1 ((bitci), az - (b2+c2),...,an - (bntcy))
= ((a1*b1) + (ai-c1), (az’b2 ) + (az c2),...,(An by )+(an cn)
= (ai'b1,az'bz,...,an * bytai c1,az'Ca,...,an" Cy)
= (a1,az,...,an) * (b,b2,...,bn) + (as,az,...,as) -
(C1,C2,...,Cn)
=a-b+a-c
Jadi, jumlahan langsung eksternal dari ring adalah ring.
Teorema 3.3
Jika R = @ P;, dengan Pi ideal dari R, i = 1,2,...,n dengan:
Q1=P1+P+--+Pyy
Q2=Pr1+1+Prasot--+Pr1sk2
Q3=Pri+k2+1+tPrasizsat - +Privkzks

Qr=Prai+io+.. +kr-141FPrisios.tir-140F -+ P11

maka R =@ Q;,j =1,2,..., 1.

Bukti

Diketahui R = @P; , dengan P; ideal dari R, i=1,2,...,n dan
Q1= P1+Py+---+Pjy

Q2= Pii+1+Pii+2+++Pri+k2
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Q3= Pritko+1 + Prasrosos... TPrisro+i3

Qr=Pra+i2+ +ir-1+1+Pr1+k2+.. +kr-1+2+..+Pn @kan dibuktikan
R=®Q;,j=12,...r.
karena R = @ Pi maka berlaku:
R = P1+Po+---+P,
= P + P + -+ 4P+  PuatPrsert  Prae +Prwesr + P prekzeost

Piasioskzs+Piasio +ir-141+ Praskosskr-142+..+Pn

= Q1tQ2+Qs+...+0Qr

=®0Qj
Contoh 3.3
Berdasarkan Contoh 3.2, Zs = @ Pi,i =1,2,3,.
Misal : Q1 =P1+P;

={0}+{0,3}
={0,3}
Q2= P3
={0,2,4}
akibatnya R3= @ @, j = 1,2.
Teorema 3.4 (Hartley dan Hawkes, 1970:35)
Jika R adalah jumlahan langsung internal dari ideal-ideal J1,/,...,J», maka untuk setiap
r€R dapat ditulis secara tunggal bentuk
r=ri+rz+--+rpdenganr; € J;
Bukti
Misalkan ritrote+r, = ri'+r2'+-+r,' , dengan r;, r/ € Ji. akan ditunjukkan r=r/.
perhatikan bahwa :
T'1+T'2+‘"+T'n:T'1'+T2'+"'+T'n'
S (ritrote+ry) — (r'+tr)+e+r) =0
S (ri—ri) + (ro-r2) ++ (ra—1s') =0
& (ri—ri') + (ro-r2) ++ (ri-i-ri-d’) + (rierd) + (ria-ried) oo+ (remr) =0
o ri-ri' == (ri—ri) = (r2-r2) == (riei-ried) = (rierd) = (reamred) = = ()
11 = (r'=11) + (r2'=12) +ooF (rima"=7im1) + (1-1) F (Tid'=Tia) oo (1a"-T)
karena r;,r/€ J;, maka ri-ri' € J;
selanjutnya karena ri'- r1 E]l s o' -T2 E]z yeens 7"1'—1'—7"1'—1 € ]i—l, TT+1'—TL'+1e]i+1,...,Tn'— rn € ]n s
maka Z(j#irj'-rj)=ri-ri'€Z]jj#i
perhatikan bahwa R merupakan jumlahan langsung internal, sehingga J; N %% J;={0}

karena ri—r;' € ]i danri-r/ € Zj¢i]j, akibatnya ri—ri € ]iﬂzj'¢i]j={0}
sehingga diperoleh r;-r/=0
dengan bentuk lain ri=r;'.
Jadi, untuk setiap r € R dapat ditulis secara tunggal bentuk
r=r1+r;+-+rndenganri€ji. m
Contoh 3.4
Misal Zs adalah ring, dan r1={0},r2={0,3},r3={0,2,4} adalah ideal-ideal dari Zs. Perhatikan
bahwa untuk setiap r€Zs secara tunggal dapat di bentuk :
T = ritrotrs, r,12,r3 € Ji yaitu

0 =0+0+0
1=0+3+4
2 =0+0+2
3=0+3+0
4 = 0+0+4
5=0+3+2
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SIMPULAN

Jumlahan langsung pada ring terdiri dari jumlahan langsung eksternal dan jumlahan
langsung internal. Jumlahan langsung eksternal adalah hasil kali kartesian dari kumpulan ring
R1,R2,...,Rn yang dinotasikan dengan R = R1 ® R ® ... & Rn. Jumlahan langsung internal
adalah kumpulan dari ideal-ideal di R yang memenuhi R = 2 J;, dan J; N ;% J; = {0} untuk
i=1,...,n, dimana Ji adalah ideal-ideal di R.
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